Seja uma equagdo linear

Y fa, iy 4 gy +agy = g(x), ao, - ..,ap—1 € R. (20.1)

ALGORITMO:
1. Solugao geral da (20.1) tem forma y = y;, +y,, onde yj € solugdo geral da

y(n) +an_1y(”_1) +...+a1yl+a0y = O’ (202)

e yp € solugdo particular da (20.1).
2. yp=ciy1+---+cnyns C1,....cn € R, onde {y1,...,y,} é conjunto fundamental para (20.2).
3. {y1,...,yn} estd gerado pelas raizes do polindmio caracteristico da (20.2)

P(r)=r"+a, 17" "+ +air+a.

4. y, =? Abaixo nés vamos discutir como achar y, nos casos particulares.
Procuremos y, nos 3 casos particulares:

Caso L. Suponha que g(x) = bx" + b, 1xX" ' +--- 4+ bix+ bo, by, b1,...,b, € R. Procuremos
yp na forma

yp=r"(B,-x"+---+B|-x+By),
onde m é multiplicidade de raiz r = 0 do P,(r) (se r = 0 ndo for raiz de P,(r) assume-se que m = 0!)

s Exemplo 20.1 Resolva
Y —6y" +12y —8y=x+1 (20.3)

Solugdo. A solugdo geral tem forma y =y, + ).
a) Procuremos yy,.
Lembra que (a — b)? = a® — 3a?b + 3b*a—b>. Logo

P(r)=r—6”+12r—8=(r—2)*=0,
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2¥ x?e**} é conjunto fundamental portanto

assim r = 2 é raiz da multiplicidade 3. Temos que {e*', xe
yi = e¥(c1 + cox + c3x?), c1,c2,c3 €R.

b) Procuremos y, na forma y, = By -x+ By (pois r = 0 ndo é raiz do P;(r)), assim y’p =By,
" __

¥, =Y, = 0. Entdo (20.3) implica que
O—6-0+12B1—8B1x—SBo:x+1.

Logo (comparando os coeficientes de x! e x” dos polindmios do lado direito e lado esquerdo)

1 1
{ —8B; = 1; . Blz—§§ . Blz—g;
— =1- 12
12B, -8By = 1; 12 ep—1. By— >
16
1 5
Assim, ——
ssim, y, 5 16°
e™(c1+ex+c xz)—lx—i
y= 1 T2 3 3 16
€ solugdo geral. )
= Exemplo 20.2 Resolva
VI42y =2 +2. (20.4)

Solugdo. A solugio geral tem forma y = y;, +y,.
a) Procuremos y,. Equagdo caracteristica é Ry(r) = rP+2r=0,assimr; =0e rp, = —2,
portanto {1,e >} é conjunto fundamental e

yp=rc1+ cze_zx, c1,co €R.

b) Agora procuremos y, na forma y, = (Bax? + B1x + Bo)x (pois r = 0 é raiz!). Assim Yy =
3Byx* +2B1x+ By e yg = 6Byx + 2B;. Agora (20.4) implica que

6Box + 2B + 6Box® + 4B x + 2By = x> + 2.

Temos |
By =——;
6B, = I Br=g; K
6B, +4B; =0;, — 14+4B, =0; - B]Z—Z;
0=7-
. 1, 1,5 _ )
Resumindo y, = —x” — —x“ + —x e solugdo geral €
6 4 4
—2x 3 1,5
y(x) =c1+ce +6x —7* +Zx
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Caso II. Suponha agora que
g(x) = (bpx"+ -+ bix+bp)e™.

Procuremos y,, na forma
Yp = (Bn-x"+---+Bix+Bg) -x"-e“,

onde m € multiplicidade de raiz r = a (caso existir!).

= Exemplo 20.3 Resolva

2x

y' =y =2y =xe (20.5)
Solugdo. y = yn+yp
a) yn =7?
Equagio caracteristica é P»(r) = r> —r—2 =0, assim r; = 2 e r, = —1, portanto {e**,e "~} é

conjunto fundamental e

yn=cre™ +cre ", c,c2 €R.

b)y, =?
Sejay, = (Bix+ Bo) - x-e* = (B1x* + Box)e>, assim

¥, =2¢*(B1x* + Box) + €**(2B1x + Bo) = > (2B1x* + (2Bo + 2B )x + Bo)
Yy = *(4B1x* + (4By + 8B )x +4B) + 2By ).

Portanto (20.5) implica
¢™ (4B1x* + (4Bo+8B1)x+3Bo+2B; ) — > (2B1x* + (2B + 2B )x+ By) — 2¢** (B1x*> + Box) = xe**

(&

1
{ 4By +8B1 — 2By~ 2B ~2By=1: __ | B =g
1

4By +2B; — By = 0; By = :_1‘
9
1 1
Resumindo y, = ezx(gx2 — §x) e solugdo geral é
y=cre® +cre " + e2x(1x2 - lx)
6 9

3-)

Caso IIIL. Suponha que g(x) = (byx" + -+ b1x+ bg)e™ cosbx (ou g(x) = (bpx"+ -+ bi1x+
bo)e™ senbx. Procuremos y, na forma:

Vp = (BuX"+ -+ Bix+Bo)x"a™ cos(bx) + (Cpx" + - - - + Cix + Cp ) x"e™ cos (bx),

onde m é multiplicidade da raiz r = a + ib do P,(r) (caso existir!!).
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= Exemplo 20.4 Resolva
y' 42y 4+ 2y = e*cosx (20.6)

Solugdo. Neste casoa=1e b= 1. Solugdo geral €y =y, +y),.
a) y, =? Temos P3(r) = r> +2r+2 =0, logo

(FP4+2r+D)+1=0,= (r+ 1)’ =—l,=r+1l=*4i,=r=—14i
portanto {e *cosx,e *senx} é conjunto fundamental e
yn = e “(cicosx+ cpsenx), c1,c2 € R
b) y, =? Seja y, = Bpe*cosx + Cpe* senx, assim

¥p = Boe* (cosx —senx) + Cope*(senx 4 cosx) = (By+ Cp)e*cosx + (Co — Bo)e* senx,

y/p’ = 2Cye* cosx — 2Bye” senx.
Agora (20.6) implica que

2Cpe* cosx—2Boe* senx+2((Bo+Cp)e* cosx+ (Co—Bop)e* senx) +2(Boe* cos x4+ Cpe* senx) = e* cos x,

ou seja
4(By+ Cp)e*cosx+4(Cyo— By)e* senx = e* cosx,
portanto
1
4By +4Cy = 1; Bo:?
_4BO +4C0 - O; Ch =
0= g

1 1
Temos que y, = gex cosx + gex senx, e solucdo geral é

1
y(x) =cre Fcosx+ cre Fsenx+ ge"(cosx + senx).

20.1 Principio de Superposicdo:

Se yp.1 € yp2 forem solugdes particulares de

Y 4 pu iy e pr(0)Y + poy = g1 (x),

Y 4 pu iy e pr(0)Y + poy = g2(x),

respectivamente, assim y, = y,1 + Y2 € solucdo particular para

Y 4 p iy o pr ()Y 4 poy = g1(x) + g2(x).
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= Exemplo 20.5 Resolve
y' 2y +2y =€ cosx+ 1 +x%.

Solugdo. Seja g(x) = g1 (x) + g2(x), onde g1 (x) = e*cosx e ga(x) = 1 +x%. Do exemplo anterior
temos que
yn =€ *(c1cosx+ casenx)

eyp1 = ée’“ (cosx + senx) é solugdo particular para

y' 42y +2y = e*cosx = g1 (x).
Procuremos solug@o y,, » para

Y'Y 2y = 1427 = g (x),
na forma y,, = Byx*+ Bix+ By, portanto

ylp,z = 232x+Bla
)’Z,z = 2B2’

2B, +4Box + 2B + 2Box* +2Bix+ 2By = 1 +x%.

Neste caso temos

I
2B, = 1; By=1; Br=—7
4B, +2B; = 0; — 2+2B; =0; == By =-1,
2B +2B) + 2By = 1; 44 2B, +2By = 1 By— 1

2

1 1
€Yyp2 = Exz —X— 5 Como

1, 1,
Yp =Yp1+Yp2 = ge (cosx+senx)+ —x"—x— -,
) ) 3 5 5
entdo a solucao geral é
—X 1 x 1 2
y(x)=e (CICOSX-FCzSGHX)-i-ge (Cosx—i-senx)—i—ix —x— 5.



